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Combinacoes com repeticao

Conteudo:

L> Introducao
L> Combinacao com repeticao

l_> Numero de combinacées com repeticao
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Combinacoes com repeticao: Introducao

Exemplo 1 (revisao):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 e cinco iguais a 0 em 8 posicoes?
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Combinacoes com repeticao: Introducao

Exemplo 1 (revisao):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 e cinco iguais a 0 em 8 posi¢coes?

Resolucao 1:
Raciocinio 1

21 P2 P3 P4 Ps Pe P Ps
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Combinacoes com repeticao: Introducao

Exemplo 1 (revisao):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 e cinco iguais a 0 em 8 posi¢coes?

Resolucao 1:

Raciocinio 1
e |lustracao

21 P2 P3 P4 Ps Pe P Ps
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Combinacoes com repeticao: Introducao

Exemplo 1 (revisao):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 e cinco iguais a 0 em 8 posi¢coes?

Resolucao 1:

Raciocinio 1
e |lustracao
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Combinacoes com repeticao: Introducao

Exemplo 1 (revisao):
De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais

a 1 e cinco iguais a 0 em 8 posicoes?
Resolucao 1:

Raciocinio 1
e |lustracao

1 P2 P3 P4 Ps 76 Pt Ps
= Observacao:
Cada possibilidade corresponde a uma sequéncia
de 8 binarios com trés 1's e cinco 0’s.
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Combinacoes com repeticao: Introducao

Exemplo 1 (revisao):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 e cincoiguais a 0 em 8 posi¢coes?

Resolucao 1:

Raciocinio 1 (usando permutagdes com repeti¢ao)

e |lustracao
0 1 0 0 0 1

1 o 0 1 1 0 O

1 P2 P3 P4 Ps 76 Pt Ps
= Observacao:
Cada possibilidade corresponde a uma sequéncia
de 8 binarios com trés 1's e cinco 0’s.
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 1 (raciocinio 1):

= Reformulacéao 1

Quantas sequéncias de 8 numeros binarios com
exatamente trés 1's e cinco 0’'s podem ser formados?

elementos: binarios (0, 1)
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Combinacoes com repeticao
Exemplo 1 (raciocinio 1):
= Reformulacao 1

Quantas sequéncias de 8 numeros binarios com
exatamente trés 1's e cinco 0’'s podem ser formados?

elementos: binarios (0, 1)

Resposta 1:

O numero de sequéncias de 8 binarios com 3 iguais
a1 e 5iguais a 0 corresponde ao numero de

permutagoes com repeticao de 8 elementos com 3
& & !
iguais a1 e Siguais a0, ouseja/. = —— = 50
Do J.
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):
= QObservacao:

Outros enunciados equivalentes:
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):
= Observacao:

Outros enunciados equivalentes:

1 - Quantas sequéncias de 8 numeros binarios com
exatamente trés 1's podem ser formuladas?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):
= QObservacao:

Outros enunciados equivalentes:

1 - Quantas sequéncias de 8 numeros binarios com
exatamente trés 1's podem ser formuladas?

2 - Quantas sequéncias de 8 numeros binarios com
exatamente cinco 0’'s podem ser formuladas?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 1 (resolucao 2):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 e cinco iguais a 0 em 8 posi¢coes?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 1 (resolucao 2):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 ecinco iguais a 0 em 8 posicoes?

Raciocinio 2:
e |lustracao

” P2 P3 Pa D5 Pe P7 Ps
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 1 (resolucao 2):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 ecinco iguais a 0 em 8 posicoes?

Raciocinio 2:
e |lustracao

” P2 P3 Pa D5 Pe P7 Ps
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 1 (resolucao 2):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 ecinco iguais a 0 em 8 posicoes?

Raciocinio 2:

e |lustracao
0 1 0O O 1 1 0 0

” P2 P3 Pa D5 Pe P7 Ps
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 1 (resolucao 2):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 e cinco iguais a 0 em 8 posi¢coes?

Raciocinio 2:

e |lustracao
0 1 0O O 1 1 0 0

P P2 P3 o Ps Pe Pr Ps
Atencao: Fixadas as posicoes para os trés 1's automaticamente estao
fixadas as posicoes para 0s cinco 0's
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 1 (resolucao 2):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 e cinco iguais a 0 em 8 posi¢coes?

Raciocinio 2:

e |lustracao
0 1 0O O 1 1 0 0

P P2 P3 o Ps Pe Pr Ps
Atencao: Fixadas as posicoes para os trés 1's automaticamente estao
fixadas as posicoes para 0s cinco 0's

= Reformulacéao 2
De quantos modos podemos selecionar 3 posicoes entre 87
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 1 (resolucao 2):

De quantos modos podemos colocar trés binarios iguais
a 1 e cinco iguais a 0 em 8 posi¢coes?

Raciocinio 2: (usando combinagdes simples)

e |lustracao
0 1 0O O 1 1 0 0

P P2 P3 o Ps Pe Pr Ps
Atencao: Fixadas as posicoes para os trés 1's automaticamente estao
fixadas as posicoes para 0s cinco 0's

= Reformulacéao 2
De quantos modos podemos selecionar 3 posicoes entre 87

Elementos diferentes: posi¢cdes (p;, py, ---5 Pg)

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio




Combinacoes com repeticao
Exemplo 1 (continuacao raciocinio 2):

Resposta 2:

O numero de combinacdes simples de 8 elementos
]! 8!
tomados 3 a 3 e('(8, 3) — = 56

3! (8 — 3)! 3! 5!
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Combinacoes com repeticao
Exemplo 1 (continuacao raciocinio 2):

Resposta 2:

O numero de combinacdes simples de 8 elementos
, ]! 8!
tomados 3 a3 e('(R, 3) - = 56

3! (8 — 3)! 3! 5!

Resposta exemplo 1: Podemos colocar trés 1’s ¢ cinco 0’s em 8§
posi¢coes de 56 modos diferentes.
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Combinacoes com repeticao
Exemplo 1 (continuacao raciocinio 2):

Resposta 2:

O numero de combinacdes simples de 8 elementos
, ]! 8!
tomados 3 a3 e('(R, 3) - = 56

31 (8 —3) 315!

Resposta exemplo 1: Podemos colocar trés 1’s ¢ cinco 0’s em 8§
posi¢coes de 56 modos diferentes.

= QObservacoes:

1 - Podemos fazer um raciocinio similar fixando agora as posi¢coes
correspondentes aos cinco 0's
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Combinacoes com repeticao
Exemplo 1 (continuacao raciocinio 2):

Resposta 2:

O numero de combinacdes simples de 8 elementos
]! 8!
tomados 3 a 3 e('(8, 3) , = 56

31 (8 —3) 315!

Resposta exemplo 1: Podemos colocar trés 1’s e cinco 0’s em 8
posi¢coes de 56 modos diferentes.

= QObservacoes:

1 - Podemos fazer um raciocinio similar fixando agora as posicoes
correspondentes aos cinco 0's

(automaticamente estao fixadas as posi¢coes dos 1's, e obtemos
como resultado('(8,5) )
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Combinacoes com repeticao
Exemplo 1 (continuacao raciocinio 2):

Resposta 2:

O numero de combinacdes simples de 8 elementos
]! 8!
tomados 3 a 3 e('(8, 3) , = 56

3 (8—3) 35!

Resposta exemplo 1: Podemos colocar trés 1’s e cinco 0’s em 8
posi¢coes de 56 modos diferentes.

= QObservacoes:

1 - Podemos fazer um raciocinio similar fixando agora as posicoes
correspondentes aos cinco 0's

(automaticamente estao fixadas as posi¢coes dos 1's, e obtemos
como resultado(’(8,5) )

: 8!

2- P’ =C(8,5)=C(8,8=5)=0C(8,3) = — 5

5 M
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 2: (Modelo matematico)

Queremos determinar o numero de sequéncias binarias
finalizadas em 1 que podem ser formadas com cinco 0’s e trés
1’s, que denominamos N.
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 2: (Modelo matematico)

Queremos determinar o numero de sequéncias binarias
finalizadas em 1 que podem ser formadas com cinco 0’s e trés
1’s, que denominamos N.

e llustracao

P P2 P3 P P5 P6 P71 P8
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 2: (Modelo matematico)

Queremos determinar o numero de sequéncias binarias
finalizadas em 1 que podem ser formadas com cinco 0’s e trés
1’s, que denominamos N.

e llustracao 1

P P2 P3 P P5 P6 Pt P8

~

= Reformulacao do problema

De quantos modos podemos colocar dois 1's e cinco 0’s
em 7 posicoes?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 2: (Modelo matematico)

Queremos determinar o numero de sequéncias binarias
finalizadas em 1 que podem ser formadas com cinco 0’s e trés
1’s, que denominamos N.

e llustracao 1

P P2 P3 P P5 P6 P7 P8

~

= Reformulacao do problema

De quantos modos podemos colocar dois 1's e cinco 0’s
em 7 posicoes?

Resposta: N = C(7,2) = C(7,5) = 21
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 2: (Modelo matematico)

Queremos determinar o numero de sequéncias binarias
finalizadas em 1 que podem ser formadas com cinco 0’s e trés
1’s, que denominamos N.

e llustracao 1

P P2 P3 P P5 P6 P7 P8

~

= Reformulacao do problema
De quantos modos podemos colocar dois 1's e cinco 0's
em 7 posicoes?
Resposta: N = C(7,2) = C(7,5) = 21
= Observacao: 7=3+5- 2=3-1
- / v
numero de 1's numero de 0's fixado 1
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3:

De quantos modos podemos colocar 5 bolas de igual cor
em 3 caixas numeradas?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3:

De quantos modos podemos colocar 5 bolas de igual cor
em 3 caixas numeradas?

Resolucao:
* |lustracao 1

~>
N -
' te)
- o L o -
¢ 5\
‘) S &
1 2 3
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3:

De quantos modos podemos colocar 5 bolas de igual cor
em 3 caixas numeradas?

Resolucao:
* |lustracao 1
2
o}) te) c:.)
1 2 3

Representacdao matematica
i8> .—significa .

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Combinacoes com repeticao

Exemplo 3:

De quantos modos podemos colocar 5 bolas de igual cor
em 3 caixas numeradas?

Resolucao:
* |lustracao 1
2
o}) te) c:.)
1 2 3

Representacdao matematica
i8> .—significa .
anif .
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3:

De quantos modos podemos colocar 5 bolas de igual cor
em 3 caixas numeradas?

Resolucao:
* |lustracao 1
2
0}) te) c:.:.
1 2 3

Representacao matematica
@ .significa. g
i .

significa _

possibilidade « sequéncia de binarios
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (continuacao):

e [lustracao 1

~ % ~ X
e >
- - -
.'-‘.’ ‘\.f *\"
1 2 3
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (continuacao):

e [lustracao 1

Vel vat corresponde
-1'\ I’\, ‘: a - p > 01001001
.'-:’ ’\./ *\"
1 2 3
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (continuacao):

e [lustracao 1

o'; vet
.. o~ l&, _corresponde 41001001
te, te) ‘s,
1 2 3

Uma possibilidade do problema estd associada a uma sequéncia de 3 + 5
binarios, finalizada em 1 com o seguinte significado:
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (continuacao):

e [lustracao 1

ve ™
. 18 18, _ corresponde_ 01001001
' & e
1 2 3

Uma possibilidade do problema estd associada a uma sequéncia de 3 + 5
binarios, finalizada em 1 com o seguinte significado:

Numero de 0’s a esquerda do primeiro 1: nimero de bolas na caixa |
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (continuacao):

e [lustracao 1

0‘; 0‘; rr n
. ol N8 comesponde, 44001001
ty, ‘e, ts,
1 2 3

Uma possibilidade do problema estd associada a uma sequéncia de 3 + 5
binarios, finalizada em 1 com o seguinte significado:

Numero de 0’s a esquerda do primeiro 1: nimero de bolas na caixa |
Numero de 0’s entre o primeiro 1 € o segundo 1: nimero de bolas na caixa 2
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (continuacao):

e [lustracao 1

0‘; 0‘; rr n
. ol N8 comesponde, 44001001
ty, ‘e, ts,
1 2 3

Uma possibilidade do problema estd associada a uma sequéncia de 3 + 5
binarios, finalizada em 1 com o seguinte significado:

Numero de 0’s a esquerda do primeiro 1: nimero de bolas na caixa |
Numero de 0’s entre o primeiro 1 € o segundo 1: nimero de bolas na caixa 2
Numero de 0’s entre o segundo € o tltimo |: nimero de bolas na tltima caixa

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (continuacao):

e [lustracao 1

ve vt rrespon
- o~ N8 corresponde 1001001
te, ts) te,
1 2 3

Uma possibilidade do problema estd associada a uma sequéncia de 3 + 5
binarios, finalizada em 1 com o seguinte significado:

Numero de 0’s a esquerda do primeiro 1: nimero de bolas na caixa |
Numero de 0’s entre o primeiro 1 € o segundo 1: nimero de bolas na caixa 2
Numero de 0’s entre o segundo € o tltimo |: nimero de bolas na tltima caixa

e |lustracao 2

00010011
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (continuacao):

e [lustracao 1

ve vt rrespon
- o~ N8 corresponde 1001001
te, ts) te,
1 2 3

Uma possibilidade do problema estd associada a uma sequéncia de 3 + 5
binarios, finalizada em 1 com o seguinte significado:

Numero de 0’s a esquerda do primeiro 1: nimero de bolas na caixa |
Numero de 0’s entre o primeiro 1 € o segundo 1: nimero de bolas na caixa 2
Numero de 0’s entre o segundo € o tltimo |: nimero de bolas na tltima caixa

e |lustracao 2

3.'.‘, == \ l;\n
- 1] H - X
00010011 COESPONdE - =T o,
‘s :
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (modelo matematico):

= Reformulacao 1

Quantas sequéncias podemos formar com cinco 0's
(bolas) e trés 1's (caixas) que finalizemem 17
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (modelo matematico):

= Reformulacao 1

Quantas sequéncias podemos formar com cinco 0's
(bolas) e trés 1's (caixas) que finalizemem 17

= Reformulacao 2

Quantas sequéncias podemos formar com cinco 0's
e dois 1's?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (modelo matematico):

= Reformulacao 1

Quantas sequéncias podemos formar com cinco 0’s
(bolas) e trés 1's (caixas) que finalizemem 17

= Reformulacao 2

Quantas sequéncias podemos formar com cinco 0's
e dois 1's?

Resposta dos problemas reformulados:
O numero de sequéncias e('(7.2) = 21
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 3 (modelo matematico):

= Reformulacao 1

Quantas sequéncias podemos formar com cinco 0’'s
(bolas) e trés 1's (caixas) que finalizemem 17

= Reformulacao 2
Quantas sequéncias podemos formar com cinco 0’s
e dois 1's?
Resposta dos problemas reformulados:
O numero de sequéncias e('(7.2) = 21
Resposta do problema:

Podemos colocar 5 bolas de igual cor em 3 caixas
numeradas de 21 modos diferentes.
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 4:

De quantos modos podemos selecionar 5 caixas
escolhendo entre caixas de 3 cores diferentes?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 4:

De quantos modos podemos selecionar 5 caixas
escolhendo entre caixas de 3 cores diferentes?

Resolucao:

e llustracao
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 4:

De quantos modos podemos selecionar 5 caixas
escolhendo entre caixas de 3 cores diferentes?

Resolucao:

e llustracao

Possibilidades
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 4:

De quantos modos podemos selecionar 5 caixas
escolhendo entre caixas de 3 cores diferentes?

Resolucao:

e llustracao

Possibilidades
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):

Possibilidades
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):

Possibilidades

2 ? T
— @ S8
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):

Possibilidades

2 ? S
T o> -
L3 s
? L2 &
S e
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):

Possibilidades

‘ ? - S
- > (."\ -
oy
3 ? L &
S e
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):

Possibilidades

2 ? ) oy 2} @
——y B @ =
3 o . g S
S e

= Conclusao

O problema tem a mesma resolucao que o exemplo 3.
(Os problemas dos exemplos 3 e 4 sao equivalentes)
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5:

De quantos modos € possivel comprar 4 sorvetes em
casquinha de 1 sabor em uma loja que oferece 7 sabores

diferentes?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5:

De quantos modos € possivel comprar 4 sorvetes em
casquinha de 1 sabor em uma loja que oferece 7 sabores

diferentes?
Resolucao:
e |lustracao

Possibilidade 1

Sg Sz ST
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5:

De quantos modos € possivel comprar 4 sorvetes em
casquinha de 1 sabor em uma loja que oferece 7 sabores

diferentes?
Resolucao:
e |lustracao

Possibilidade 1

Possibilidade 2 v v v v
S4 S4 S4

S4

S)

Fundamentos Matematicos para Computacio
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):

e |lustracao
Possibilidade 1 ' v v '
S, S, S,
Possibilidade 2 v v v v
Sy Sy Sy

Representacao matematica
Sabores: objetos diferentes
Casquinhas: objetos iguais
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):

e |lustracao

Possibilidade 1 ' v v '

S So

Possibilidade 2 v v v

S: Sy S,

Representagao matematica o |
Sabores: objetos diferentes <257
Casquinhas: objetos iguais
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):

e |lustracao

Possibilidade 1 ' v v '

S So

Possibilidade 2 v v v

S, S, S,
Representacdo matematica o
Sabores: objetos diferentes ~——
Casquinhas: objetos iguais

I
Y
- B
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):

e |lustracao

Possibilidade 1 ' v v '

S So

Possibilidade 2 v v v

Si  S4 S,
Representacdao matematica B
Sabores: objetos diferentes ~— -~ 1
Casquinhas: objetos iguais - - 0
Possibilidade: sequéncia de quatro 0's e sete 1's
finalizada em 1
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):

e |lustracao

Possibilidade 1 ' v v ' ~— 01001111101

S So

Possibilidade 2 v v v

Si  S4 S,
Representacdao matematica B
Sabores: objetos diferentes ~— -~ 1
Casquinhas: objetos iguais - - 0
Possibilidade: sequéncia de quatro 0's e sete 1's
finalizada em 1
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):

e |lustracao

Possibilidade 1 ' v v ' ~— 01001111101

S So

Possibilidade 2 v v v ' «~—— 11100001111

Si  S4 S,
Representacdao matematica B
Sabores: objetos diferentes ~— -~ 1
Casquinhas: objetos iguais - - 0
Possibilidade: sequéncia de quatro 0's e sete 1's
finalizada em 1
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):
Reformulacao matematica

Seja N o numero de sequéncias que podem ser formadas com quatro 0's €
sete 1's finalizadas em 1. Calcular N.
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):
Reformulacao matematica

Seja N o numero de sequéncias que podem ser formadas com quatro 0's €
sete 1's finalizadas em 1. Calcular N.

* llustracao

1 possibilidade: 10101100111
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):
Reformulacao matematica

Seja N o numero de sequéncias que podem ser formadas com quatro 0's €
sete 1's finalizadas em 1. Calcular N.

* llustracao

1 possibilidade: 10101100111 ~— v v v v
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):
Reformulacao matematica

Seja N o numero de sequéncias que podem ser formadas com quatro 0's €
sete 1's finalizadas em 1. Calcular N.

e |lustracao

1 possibilidade: 10101100111 ~— Y v v v
S2 Sz Ss

— Resposta matematica:

N=C@d+7-17-1)=C(10,4) = —

/ \ \ ". ()
numero numero fixada a Gltima
de0O's de1's posicaocom 1

= 210
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):
Reformulacao matematica

Seja N o numero de sequéncias que podem ser formadas com quatro 0's €
sete 1's finalizadas em 1. Calcular N.

* |lustracao

1 possibilidade: 10101100111 ~— v v v v
S2 Sz Sp

— Resposta matematica:

N=C@A4+7-17-1)=C(10,4) = —

‘/ \ \ ‘l. ()
numero numero fixada a Gltima
de0's det's posicaocom 1

= 210

= Resposta do problema:

Temos 210 modos diferentes de escolher 4 sorvetes de um sabor
entre 7 sabores diferentes.
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Combinacoes com repeticao

1 - Reformulagao do exemplo 5:

De quantos modos podemos escolher 4 sabores, que
podem ser repetidos, entre 7 sabores diferentes.
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Combinacoes com repeticao

1 - Reformulagdao do exemplo 5:

De quantos modos podemos escolher 4 sabores, que
podem ser repetidos, entre 7 sabores diferentes.

e |lustracao
Casquinhas Sabores
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Combinacoes com repeticao

1 - Reformulagdao do exemplo 5:

De quantos modos podemos escolher 4 sabores, que
podem ser repetidos, entre 7 sabores diferentes.

e |lustracao
Casquinhas Sabores

2 - Os exemplos 3, 4 e 5 estao associados ao mesmo
modelo matematico (exemplo 2) correspondente
a sequéncias de 0's e 1's finalizadas em 1.
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Combinacoes com repeticao

L> Observacgoes (continuagao):

3 - Os exemplos 3 e 5 que consideram dois tipos de
objetos (3 caixas diferentes e 5 bolas, 7 sabores
diferentes e 4 casquinhas) sao equivalentes a
problemas que trabalham com 0s mesmos tipos de
objetos diferentes (caixas, sabores), considerando
possiveis repeticées dos mesmos (5 caixas, 4 sabores)
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Combinacoes com repeticao

) Caracteristicas dos exemplos

= Consideram-sen. objetos diferentes
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Combinacoes com repeticao

) Caracteristicas dos exemplos

= Consideram-sen. objetos diferentes
(3 caixas, 7 sabores)
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Combinacoes com repeticao

) Caracteristicas dos exemplos
= Consideram-sen. objetos diferentes
(3 caixas, 7 sabores)

= Entre os n objetos dados escolhem-se r que podem
ser repetidos

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio




Combinacoes com repeticao

) Caracteristicas dos exemplos

= Consideram-sen. objetos diferentes
(3 caixas, 7 sabores)

= Entre os n objetos dados escolhem-se r que podem
ser repetidos
(5 caixas, 4 sabores)
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Combinacoes com repeticao

) Caracteristicas dos exemplos

= Consideram-sen objetos diferentes (associados a 1)
(3 caixas, 7 sabores)

= Entre os n objetos dados escolhem-se r que podem
ser repetidos
(5 caixas, 4 sabores)
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Combinacoes com repeticao

) Caracteristicas dos exemplos

= Consideram-sen objetos diferentes (associados a 1)
(3 caixas, 7 sabores)

= Entre os n objetos dados escolhem-se r que podem
ser repetidos (associados a 0)
(5 caixas, 4 sabores)
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Combinacoes com repeticao

) Caracteristicas dos exemplos

= Consideram-sen objetos diferentes (associados a 1)
(3 caixas, 7 sabores)

= Entre os n objetos dados escolhem-se r que podem
ser repetidos (associados a 0)
(5 caixas, 4 sabores)

= Cada possibilidade esta associada a uma sequéncia
de n + r binarios finalizada em 1. onde o 0 esta
repetido " vezes e 0 1 esta repetido 7. vezes.
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Combinacoes com repeticao

) Caracteristicas dos exemplos

= Consideram-sen objetos diferentes (associados a 1)
(3 caixas, 7 sabores)

= Entre os n objetos dados escolhem-se r que podem
ser repetidos (associados a 0)
(5 caixas, 4 sabores)

= Cada possibilidade esta associada a uma sequéncia
de n + r binarios finalizada em 1. onde o 0 esta
repetido 1 vezes e 0 1 esta repetido . vezes.

= Na obtencao do numero de possibilidades aplica-se
0s principios aditivo e multiplicativo (usa-se
combinacdes simples ou permutacdes com repeticao).
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Combinacoes com repeticao

. Definigdo

Considere n objetos diferentes a,, a,, ..., a,. Uma combinacao com
repeticdo de n objetos tomados r a r € uma selegdo de objetos,
distintos ou nao, escolhidos entre os n objetos dados.
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Combinacoes com repeticao

l_> Definigao

Considere n objetos diferentes a,, a,, ..., a,. Uma combinacao com
repeticdo de n objetos tomados r a r € uma selegdo de objetos,
distintos ou nao, escolhidos entre os n objetos dados.

* |lustracao:
Exemplo 4:
objetos: caixas diferentes (azul, amarela, rosa)

n=y3,. r=2>5

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Combinacoes com repeticao

l_> Definigao

Considere n objetos diferentes a,, a,, ..., a,. Uma combinacao com
repeticdo de n objetos tomados r a r € uma selegdo de objetos,
distintos ou nao, escolhidos entre os n objetos dados.

* |lustracao:
Exemplo 4:
objetos: caixas diferentes (azul, amarela, rosa)

n=y3,. r=2>5

Uma combinagao com repeticao de 3 tomados 5a 5
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Combinacoes com repeticao

. Definigdo
Considere n objetos diferentes a,, a,, ..., a,. Uma combinagdo com

repeticdo de n objetos tomados r a r € uma selegdo de objetos,
distintos ou nao, escolhidos entre os n objetos dados.

* |lustracao:
Exemplo 4:
objetos: caixas diferentes (azul, amarela, rosa)

Ne=g, Ffa==d
Uma combinagao com repeticao de 3 tomados 5 a 5

representacao
-

> 00110001

matematica
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Combinacoes com repeticao

‘_> Atencao
Cada combinacao com repeticdo de n objetos diferentes a,, a,, ...,
a, selecionados r a 1, repetidos ou ndo, esta associado a uma

sequéncia de n + r binarios finalizada em 1, onde o niumero 0
aparece r vezes € 0 numero | aparece n vezes.
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Combinacoes com repeticao

_> Atencao
Cada combinacao com repeticdo de n objetos diferentes a,, a,, ...,
a, selecionados r a 1, repetidos ou ndo, esta associado a uma

sequéncia de n + r binarios finalizada em 1, onde o niumero 0
aparece r vezes € 0 numero | aparece n vezes.

numerode 1's =n

I

0”.910,,'.“01 ...... 10..01

m
~_ —

m, := numero de 0’s = numeros de repeti¢des de 0’s, i=1,..., n

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Combinacoes com repeticao

_> Atencao
Cada combinacao com repeticdo de n objetos diferentes a,, a,, ...,
a, selecionados r a 1, repetidos ou ndo, esta associado a uma

sequéncia de n + r binarios finalizada em 1, onde o niumero 0
aparece r vezes € 0 numero | aparece n vezes.

numerode 1's =n

I

O...Q10”. 01 ... 10..01

mi 9 My

{
m, := numero de 0’s = numeros de repeti¢des de 0’s, i=1,..., n
m+m,+..+m =1r,0<m <r1=1,...,n
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Combinacoes com repeticao

_> Atencao
Cada combinacao com repeticdo de n objetos diferentes a,, a,, ...,
a, selecionados r a 1, repetidos ou ndo, esta associado a uma

sequéncia de n + r binarios finalizada em 1, onde o niumero 0
aparece r vezes € 0 numero | aparece n vezes.

numerode 1's =n

I

0”.910,,'.“01 ...... 10..01

LS

{
m, := numero de 0’s = numeros de repeti¢des de 0’s, i=1,..., n
m+m,+..+m =1r,0<m <r1=1,...,n

= Observagao: i r<nour>n
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Combinacoes com repeticao

Numero de combinacoes com repeticao:

) Problema

‘Dados n objetos diferentesa; . as. . ... a,
encontrar o numero de combinac¢dées com repeticao
.de nn objetos tomadosrar

/\

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio




Combinacoes com repeticao

Numero de combinacoes com repeticao:

[_> Problema

‘Dados n objetos diferentesa; . as. . ... a,
encontrar o numero de combinag¢dées com repeticao
.de nn objetos tomadosrar

/\

E> Modelo matematico do problema

Encontrar o numero de sequéncias den+r binarios
finalizadas em 1 onde o O esta repetidor vezese o 1
esta repetido n vezes.
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Combinacoes com repeticao

) Propriedade

O numero de combinacdes com repeticdo de n objetos
tomados rar , denominado CR; , & dado por

CR, =Cn+r-1,7r)=Cn+r-1,n-1)
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Combinacoes com repeticao

) Propriedade

O numero de combinacdes com repeticdo de n objetos
tomados rar , denominado CR; , & dado por

CR,=Cn+r-1,7)=Cn+r-1,n-1)

) llustrag&o:

Exemplo 3:
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 6:

Se jogarmos 10 moedas iguais, quantos resultados
diferentes de cara e coroa podem ser obtidos?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 6:

Se jogarmos 10 moedas iguais, quantos resultados
diferentes de cara e coroa podem ser obtidos?

Resolucao:

elementos distintos:
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 6:

Se jogarmos 10 moedas iguais, quantos resultados
diferentes de cara e coroa podem ser obtidos?

Resolucao:

elementos distintos: carg , coroa

@ a9
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 6:

Se jogarmos 10 moedas iguais, quantos resultados
diferentes de cara e coroa podem ser obtidos?

Resolucao:

elementos distintos: carg , coroa

n=2 r=10 @1 @2

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio




Combinacoes com repeticao

Exemplo 6:

Se jogarmos 10 moedas iguais, quantos resultados
diferentes de cara e coroa podem ser obtidos?

Resolucao:

elementos distintos: carg , coroa

n=2 r=10 ] a2
Resposta:

O numero de resultados diferentes que podem
ser obtidos é CR." = C(10+2 —1,10) = C(11,10) = 11
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Combinacoes com repeticao

L> Observacao:

Problema similar
De quantos modos podemos colocar 10 bolas em
2 caixas?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 7:

Quantas sao as solugdes inteiras nao negativas da equacao
rT+y+z4+w=9 ?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 7:

Quantas sao as solugdes inteiras nao negativas da equacao
r4+y+z4+w=9 2

Resolucao: elementos diferentes:

4 objetos distintos a, ,a, ,a;,a, associados as variaveis
x.y. 2, w respectivamente
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 7:
Quantas sao as solugdes inteiras nao negativas da equacao
rT4+y+2z4+w=9 2

Resolucao: elementos diferentes:
4 objetos distintos a, ,a, ,a;,a, associados as variaveis
x.y. 2, w respectivamente

* [lustracao: 1 solucao (1 possibilidade)

r=3, y=4,2=0, w=2
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 7:
Quantas sao as solugdes inteiras nao negativas da equacao
rT4+y+2z4+w=9 2

Resolucao: elementos diferentes:

4 objetos distintos a, ,a, ,a;,a, associados as variaveis
x.y. 2, w respectivamente

* [lustracao: 1 solucao (1 possibilidade)

r=3, y=4,2=0, w=2

Interpreta¢ao da solugao: r =3 : 3 unidades do elemento a,
y =4 : 4 unidades do elemento a,
=0 : 0 unidades do elemento a,
w = 2 : 2 unidades do elemento a,
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 7:

Quantas sao as solugdes inteiras nao negativas da equacao
rT4+y+2z4+w=9 2

Resolucao: elementos diferentes:
4 objetos distintos a, ,a, ,a;,a, associados as variaveis

x.y. 2, w respectivamente
* [lustracao: 1 solugao (1 possibilidade)
r=3. gy = . 2=0. w=2 =+ ai a; a) a2 az az az a4 a4
A4
9
Interpretagao da solugao: r =3 : 3 unidades do elemento a,
y =4 : 4 unidades do elemento a,

=0 : 0 unidades do elemento a,
w = 2 : 2 unidades do elemento a,
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 7:

Quantas sao as solugdes inteiras nao negativas da equacao
rT4+y+2z4+w=9 2

Resolucao: elementos diferentes:
4 objetos distintos a, ,a, ,a;,a, associados as variaveis

x.y. 2, w respectivamente
* [lustracao: 1 solugao (1 possibilidade)
r = 3. Yy = . 2=0. w=2 +— ay ay ay az az az a2 a4 a,
Y,
9
Interpretagao da solugao: r =3 : 3 unidades do elemento a,
y =4 : 4 unidades do elemento a,
=0 : 0 unidades do elemento a,
n=4,r=9 w = 2 : 2 unidades do elemento a,
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 7:

Quantas sao as solugdes inteiras nao negativas da equacao
r4+y+z4+w=9 ?

Resolucao: elementos diferentes:

4 objetos distintos a, ,a, ,a;,a, associados as variaveis
x. . 2z, w respectivamente

* [lustracao: 1 solucao (1 possibilidade)

r=3. Y = 4. 2=0. w=2 <+ (’l ) ay ag a2 ag ag ay (I;/
A4
9
Interpretagao da solugao: r =3 : 3 unidades do elemento a,

¥y =4 : 4 unidades do elemento a,
=0 : 0 unidades do elemento a,
n=4,r=9 w = 2 : 2 unidades do elemento a,

Resposta: O numero de solucdes inteiras nao negativas da equacao
9 , 12! .
dada CR; = C(9 + 4 - 1.9)=m='_’3n
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 8:

Encontrar o nimero de solu¢des inteiras ndo negativas da equacao
x;+ X,+ x;=10, onde x, > 3.
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 8:

Encontrar o nimero de solu¢des inteiras ndo negativas da equacao
x;+ X,+ x;=10, onde x, > 3.

Resolucao: Zy ={xeZ| x>0}
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 8:

Encontrar o nimero de solu¢des inteiras ndo negativas da equacao
x;+ X,+ x;=10, onde x, > 3.

Resolucao: Ly ={ze€Z|x >0}

Ty + 22423 =10 ¢éequivalentea =, + (z2 —4) + 23 =104
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 8:

Encontrar o nimero de solu¢des inteiras ndo negativas da equacao
x;+ X,+ x;=10, onde x, > 3.

Resolucao: Ly ={ze€Z|x >0}

Ty + 22423 =10 ¢éequivalentea =, + (z2 —4) + 23 =104
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 8:

Encontrar o nimero de solu¢des inteiras ndo negativas da equacao
x;+ X,+ x;=10, onde x, > 3.

Resolucao: Zy ={zeZ|xz>0}
Ty + 22423 =10 ¢éequivalentea =, + (z2 —4) + 23 =104
N —
Y2
Problema original Problema reformulado
encontrarzy, x2, 73 € Zy encontrarzy, y2, r3 € Z;
1 +=I92 + I3 10 T + Yo + rs 6
£ > .';
(a) (b)
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 8:

Encontrar o nimero de solu¢des inteiras ndo negativas da equacao
x;+ X,+ x;=10, onde x, > 3.

Resolucao: Zy ={zeZ|xz>0}
Ty + 22423 =10 ¢éequivalentea =, + (z2 —4) + 23 =104
N —
Y2
Problema original Problema reformulado
encontrary, o2, T3 € 44 (yo =22 —4) |encontrarz,, ys, 3 € Z,
.[1 —— l"-) “T- ]{ I(’ - (.l—, //~ . l 'V .l'l L !’: + "‘ ‘i
£ > .';
(a) (b)
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 8:

Encontrar o nimero de solu¢des inteiras ndo negativas da equacao
x;+ X,+ x;=10, onde x, > 3.

Resolucao: Zy i={xeZ| x>0}
Ty + 22423 =10 ¢éequivalentea =, + (z2 —4) + 23 =104
N —
Y2
Problema original Problema reformulado
encontrarr, r2,r3 € &y (10 = 19 — 4) encontrarz,, Yy, rs € Z.
N+ To+ 2 10) b g .
£ L9 L3 (29 s 1) Ty + Yo + x3 G
£ > .{
(a) (b)
|l A0:
llustracao (o = 4 — 4)
Il = 2..1'-_3 - l..l‘;; = - - 0 = 2._1/-_) = (), I3 = |
\’ v / ['.’.._‘ () 4+ l.l \' v /
€ uma solucao de (a) € uma solucao de (b)
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 8 (continuacao):

= Resolucao do problema reformulado
ry +y2 + a3 =0, r,Yy2 3 € L,
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 8 (continuacao):
= Resolucao do problema reformulado
ry+ys +a3 =0, r,¥y2, 73 € 2,

elementos diferentes: 3 (associados a Xy, X,, X3)
n=3, r=>0
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 8 (continuacao):
= Resolucao do problema reformulado
ry+y2 +a3 =0, r,¥2 &3 € Ly,
elementos diferentes: 3 (associados a Xy, X,, X3)
n=3, r==~0
Resposta do problema reformulado
O numero de solucdes inteiras nao negativas da
equacaor; +yz + a3 =0 ¢ |
8!

CR3 =C(3+6-1,6)= o=, =28
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 8 (continuacao):
= Resolucao do problema reformulado
Ty +yas +a3 =0, r,y2 &3 € L,
elementos diferentes: 3 (associados a Xy, X,, X3)
n=3, r==~0
Resposta do problema reformulado
O numero de solucdes inteiras nao negativas da
equacaor; +y. +a3 =0 ¢ |
8!

CRS =C(3+6—1,6) = arg] = 28

Resposta do problema

O numero de solucdes inteiras ndo negativas da
equacaor; + ry +r3 =10  comx;>3 CR, = 28
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Combinacoes com repeticao

Desafios:

(1) Coloque o enunciado de um problema similar ao do
exemplo 8 em termos de caixas e bolas.

(2) Escreva a sequéncia binaria correspondente a x,= 2
X,= 4, X3= 4 do problema 8.
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Combinacoes com repeticao

Desafios:

(1) Coloque o enunciado de um problema similar ao do
exemplo 8 em termos de caixas e bolas.

De quantos modos podemos colocar 10 bolas de igual
cor em 3 caixas numeradas, sendo que a segunda caixa
precisa ter pelo menos 4 bolas?

(2) Escreva a sequéncia binaria correspondente a x,= 2
X,= 4, X3= 4 do problema 8.
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Combinacoes com repeticao

Desafios:

(1) Coloque o enunciado de um problema similar ao do
exemplo 8 em termos de caixas e bolas.

De quantos modos podemos colocar 10 bolas de igual
cor em 3 caixas numeradas, sendo que a segunda caixa
precisa ter pelo menos 4 bolas?

(2) Escreva a sequéncia binaria correspondente a x,= 2
X,= 4, X3= 4 do problema 8.

0010000100001
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 9:

Quantas sao as solucgdes inteiras nao negativas
de vt +y<5hH ?
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Combinacoes com repeticao

Exemplo 9:

Quantas sao as solucdes inteiras nao negativas
de x+y<hH ?

Resolucao:

Tente resolver o problema observando que:
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Tente resolver o problema observando que:

xr.y € Z, € uma solucao se verifica:

r+y=95o0ur+y=40ur+y=3 Oou

lou z4+y =20

r+y=2o0ur+y
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